TE 091467 Teknik Numerik Sistem Linear

SINGULAR VALUE DECOMPOSITION
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Tujuan Pembelajaran

Mahasiswa mampu:

1. Mendekomposisi matriks menggunakan metode
singular value decomposition (SVD)

2. Menghitung invers menggunakan SVD
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Pendahuluan

Dekomposisi matriks singular dapat dilakukan dengan
menggunakan metode Singular VValue Decomposition
(SVD).
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Singular Value Decomposition (SVD)

Dekomposisi matriks Ae R™"
v dua matriks ortonormal U dan V

v matriks quasidiagonal S

dengan U € R™m
V e R™"N
S =diag(ay, ..., 0,)
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Bentuk matriks S

S adalah elemen diagonal berupa nilai singular A
o tidak negatif dengan urutan menurun
* 0,206,2... 20, dengan p=min(m, n)

Matriks S memiliki bentuk
® m<n [diag(o-lf"’Gp)‘omx(n—m)]

® m=n [diag(al,---,O'p)]

{diag(al,---,ap)}

® m>n 0
(m—n)xn
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Prosedur dekomposisi (1)

Diberikan matriks A (mxn)

Langkah 1. Definisikan matriks B
d Jika m<n > B=AAT
Qd Jika m>n > B=AA

B adalah matriks bujursangkar dimensi m atau n
(ukuran yang lebih kecil antara baris dan kolom)

Langkah 2. Dapatkan eigenvalue B melalui pers. karakteristik

41-B[=0
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Prosedur dekomposisi (2)

Langkah 3. Dapatkan nilai singular A (akar kuadrat positif
eigenvalue matriks B)

o =\A

Langkah 4. Bentuk matriks S dengan cara

O Jika m<n

of 0 - 0 -0
0 0, - 0 - 0

0 0 - oy =+ 0
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Prosedur dekomposisi (3)

Langkah 4. (lanjutan) oo 0 - 0
d Jika m>n N .
S = '
0 O o
0 0 0
Q Jika m=n op 0 - 0
S _ 0 Oy 0
i 0O O O |
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Prosedur dekomposisi (4)

Langkah 5. Dapatkan matriks U dan V

= Kolom matriks U dibentuk dari eigenvektor
normalisasi dari C

C =AAT

= Kolom matriks V dibentuk dari eigenvektor
normalisasi dari matriks D

D=ATA
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Invers matriks melalui SVD

Review: sifat matriks ortonormal U dan V

Ul=U'" dan Vi=VT
Invers matriks A (m=n)
Al=(VT)-1s-1y-1

=V (diag(/oy, ..., o)) UT



N M

Contoh 1

Matriks A dan inversnya menggunakan S\VD

33

Dapatkan:
a) SVD dari matriks A

b) Invers matriks A menggunakan S\VD
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Contoh 1 (2

Langkah 1. Karena ukuran matriks A adalah 2x2 (m=n), maka
T 4 414 -3| (32 O
-3 3|4 3 0 18

Langkah 2. Eigenvalue B
A—32 0

Al -B|= det{
0 A-18

}: (1—32)(1-18) =0

1,=32 dan A,=18
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Contoh 1 3)

Langkah 3. Nilai singular A: 01=\/3_2 dan o, =18

Langkah 4. Bentuk matriks S: S

v
0 418

Langkah 5. Matriks U dan V

Matriks U: dibentuk dari eigenvektor normalisasi
matriks C=B
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Contoh 1 (9

Langkah 5. Sistem homogen:

- B)x - 2-32 0 Tx] [0
0 A-18|x,| |0

Eigenvektor normalisasi untuk matriks U

Q=32 [0 0x 1
0 14| X, 0

TN AP

0 O} X 1
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Contoh 1 ()

Matriks V: dibentuk dari eigenvektor normalisasi matriks D
T 4 -3|| 4 4 25 7
D=A A= —
4 3|-3 3 7 25
Persamaan karakteristik matriks D

A=-25 -7

Al - D|= det{
-7  1-25

}:(/1—32)(/1—18):0

Eigenvalue matriks D

1,=32 dan A,=18
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Contoh 1 ()

: A=25 =7 || X 0
Sistem homogen: (Al —-B)x = =
-7 A-25| X, 0

Eigenvektor normalisasi untuk matriks V

0 A=32 L; —q_:jzo —> Xlzm Vlzbﬁ}
0 =18 [:; :;Dj:o - Xz{_ﬂ Vz{_i//ﬁ}

Matriks V: :E//g ﬂx\ﬁ }




Contoh 1 (7

SVD dari matriks A:

A=USV'

I A |
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Contoh 1 ¢s)

Invers matriks A

A=V (diag(l/ oy, 1o ,))U"

v Vil ke 1

[y8 -1/6
{1/8 1/6}



Contoh 2

Dapatkan SVD untuk matriks 2x3 berikut:

1 0 1
A=
o1

dapatkan juga invers matriks A melalui SVD
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Contoh 2

Langkah 1. Matriks B = AAT > ukuran matriks A adalahm <n
e

B_AAT_10101_20
N 1010 10 1

_1 O_

Langkah 2. Eigenvalue matriks B

Al - B|= detFo 1(11} =(1-2)(1-1)=0

Nilai eigen: A=2 dan A=1
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Contoh 2 3)

Langkah 3. Nilai singular A: ¢, =\2 dan o,=1

Langkah 4. Matriks S: S =
0 1 0

\/Eoo}

Langkah 5. Matriks U dan V dibentuk dari eigenvektor normalisasi
matriks C (karena m<n, maka C=B) dan D

(21 - B)x = F; 2 ﬁlﬁﬂ ) m

Q=2 u=[L 0 U_F o}
d =1 U2 :[O 1]T 0 1
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Contoh 2 (g

Matriks D= ATA

1 0 1 0 1
T 1 0 1
0 1 0
1 0 1 0 1
Pers. karakteristik matriks D
'1-1 0 ] ]
Al-D|=detft 0 A-1 0 |[=A(A-2)(A-1)=0
| =l 0 A-1]

Eigenvalue matriks D: 41=2,1,0
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Contoh 2 (s)

Sistem homogen:

(Al-D)x=| 0 A-1 0 [x |=|0

Hitung eigenvektor normalisasi untuk matriks V:

Q22 [1 0 -1x] [0 1/V2
O 1 O X2 - O V1= O
10 1% |0 1/2
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Contoh 2 ()

J2=1 TJ0 0 -1]x]| [0 )
O O O X2 — O V2: 1
-1 0 0 |x3] [0 0
Qa0 [-1 0 -1]x] [0 Bre7e
0 -1 0fx,|=|0 Va=| 0
-1 0 -1|x]| |0 ~1/2
V2 0 12

MatriksV: V= 0 1 0




Contoh 2 7

SVD dari matriks A:

A=USV'
et
0 1| 0 1 O_1/J§o—1/ﬁ_

101
101 0
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Contoh 2 (8)

Invers matriks A:

A=V (diag(l/oy,--, /o ,))UT

1/¥2 0 12 |12 o_1 ;
-l 0 1 o0 0 1{0 J
Yv2 0 -yYv2| 0 o0

(1/2 0]
=| 0 1
1/2 0]




Singular Value Decomposition

1) SVD mendekomposisi matriks ke dalam perkalian dua
matriks ortonormal dan satu matriks quasidiagonal

2) Bentuk matriks quasidiagonal bergantung pada ukuran
baris dan kolom dari matriks yang akan didekomposisi

3) Invers matriks dapat dihitung menggunakan metode
SVD



Soal Latihan

i W

Dapatkan invers matriks A

A=|0 1




Objektif Simpulan

TERIMA KASIH
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